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Esercizi a lezione

Esercizio 1:

Si consideri il seguente problema I': dati un insieme X = {zy,xs,...,2,} CN
e un intero k € N, decidere se X non contiene alcun sottoinsieme X’ tale che
ZmEX’ xr = k

Formalizzare il suddetto problema I' mediante la tripla (I, S, 7) e rispondere
alle seguenti domande (nell’ordine che si ritiene opportuno), motivando in
tutti i casi la propria risposta.

a) Il problema ¢ in P?
b) Il problema ¢ in NP?
c¢) Il problema & in CoNP?

Esercizio 2:

Si consideri il seguente problema: dato un grafo G = (V, E), decidere se G ¢
3-Colorabile oppure contiene un grafo completo di |V| — 1 nodi .

Dopo aver formalizzato il problema mediante la tripla (I, S, 7), se ne dimo-
stri 'INP-Completezza o I'appartenenza alla classe P.

Esercizio 3:

k-Degree constrained spanning tree.

Dato un grafo non orientato e un intero k tale che k& < [V, decidere se esiste
uno spanning tree di G nel quale nessun vertice ha un grado maggiore di k.
Si formalizzi il problema mediante la tripla (I, S, 7) e lo si collochi nella sua
classe classe di complessita.

HINT: Si usi k = 2.

Opzionale: Una volta risolto per k=2, si generalizzi per un k qualsiasi.



Esercizi per casa

Esercizio 1:

Si consideri i seguente problema I': dati un grafo G = (V, E,w) orientato e
pesato sugli archi con pesi qualsiasi (negativi e positivi), decidere se, in G,
esiste un ciclo semplice tale che la somma dei pesi degli archi facenti parte
del ciclo ¢ pari a 0 .

Dopo aver formalizzato il suddetto problema mediante la tripla (I, S, 7),
si risponda alle seguenti domande (nell’ordine che si ritiene opportuno),
motivando in tutti i casi la propria risposta.

a) Il problema ¢ in P?
b Il problema ¢ in NP?
c¢) Il problema ¢ in CoNP?

Esercizio 2:

Si consideri il seguente problema I': dati un insieme X = {xy,29,...,2,}
una collezione T'C X x X x X di triple di elementi distinti di X (ossia, per
ogni (u,v,z) € T,u # v # z) e un intero k € N. Decidere se esiste un sot-
toinsieme X’ C X di cardinalita al piu &, tale che per ogni t € T, t N X’ # ().
Formalizzare il suddetto problema I' mediante la tripla (1, S, 7).
Successivamente si consideri la funzione di riduzione f che trasforma istan-
ze (G = (V,E),k) del problema VERTEX COVER in istanze di I' tale che
f(GE)=(X,T k) con X =VUEeT ={(u,v,e) :u€VAvEV ANe=
(u,v) € E} e si dimostri che f ¢ una riduzione polinomiale dal problema
VERTEX COVER al problema TI'.



Soluzioni esercizi a lezione

Esercizio 1:
Formalizziamo il problema, che chiameremo I" mediante la tripla (I, S, 7):

Ir={{Ak): A={as,as,...,a,} CNAkeN}
S(AL k) = {A' C A}
(A, k, Sr(A, k) =VA € Sp(Ak): Y a; #k

a; €A’

Il problema ¢ in CoNP e inoltre ¢ completo per tale classe di complessita.
Per dimostrarlo seguiamo il seguente schema :

1) Formalizziamo il complemento di T’
2) Dimostriamo Pappartenenza di I' alla classe NP

3) Dimostriamo la completezza per NP del problema I'* mediante un’op-
portuna riduzione polinomiale da un problema NPC noto.

4) Poiché I'* € NPC allora I' € CoNPC.

Passiamo a I'®
Ire = {(A,k) : A={a1,aq,...,a,} CNAkeN}
Sre(A, k) = {A’ C A}
mre(A, k, Sre(A, k)) = ~ [VA/ € SE(A k) Z a; # k]

a;EA’
osserviamo che il predicato diventa:
WPC(A, k:, SFC(A7 k)) - ElA/ c SI‘C(A, If) . Z(liGA, a; = k

Mostriamo 'appartenenza di I'“ alla classe NP.

Un certificato per una istanza Ak e un sottoinsieme A’ di A il quale ha
lunghezza O(|A|), inoltre, verificare se un certificato & una soluzione effettiva
significa verificare il predicato:

npc(A, k, Spc(A, ]i')) = ZaieA’ a; = k

e tale verifica puo essere fatta in O(|A]), quindi il problema ¢ in NP.

Quindi abbiamo mostrato che il problema appartiene a NP. Mostriamo che
inoltre il problema e completo per NP, a tale scopo mostriamo una riduzione



polinomiale dal problema PARTIZIONE che sappiamo essere NP-Completo.
Ricordiamo il problema PARTIZIONE:

Ipartizione = {<A> A= {0/1, ag, ... ,an} - N}
SPartizione(A) = {A, - A}
T Partizione (A7 SF<A)) =34’ € SPartizione<A) . Z a; = Z a;

a; €A’ aj ceA-A'
Osservazione fondamentale:

1
ZaieA’ a; = ZajEA—A’ a; = 5 2 acA

Sia ¢ la funzione di riduzione polinomiale che trasforma un’ istanza di
PARTIZIONE in una istanza di I'°. Sia (A) un’istanza di PARTIZIONE ad essa
facciamo corrispondere un’ istanza (A, k = £ Y ,caa) di I'

(A) —2— (A k=1 ,ca0)

Osserviamo esplicitamente che ¢ € FP
E’ facile osservare che:

3 istanza si di PARTIZIONE <= 4 istanza si di ['°

Dimostriamolo:

Sia (A) un’istanza si di PARTIZIONE, questo significa che esiste un un sottoin-
sieme A’ di A tale che Y2, car @i = 34, ca—ar a;. Ora sfruttando I'osservazione
fatta precedentemente possiamo dire, banalmente, che tale sottoinsieme in-
duce un’istanza si in ' (poiché abbiamo k = £ > ,c1a ).

Sia ora (A, k = 13 ,c 4 a) un’ istanza si di I'®, ovvero esiste un A’ C A la qua-
le somma degli elementi di A" & esattamente k, osserviamo che tale A" & anche
un’istanza si di PARTIZIONE in quanto Y, c 4 a; = % DacA @ =Yg can Gy
Quindi possiamo concludere che I'* ¢ NP-Completo.

Abbiamo quindi dimostrato che I'“ € NPC allora possiamo concludere
che I' € CoNPC Quindi, dopo questa dimostrazione di completezza per NP
possiamo concludere ’esercizio rispondendo alle domande (ricordando le due
congetture fondamentali della complessita computazionale):

c¢) Sied & completo per CoNP

a) No, in quanto se fosse in P allora avremmo che P=NP



b) No in quanto se fosse in NP avremmo che CoONP=NP

Esercizio 2:
Formalizziamo il problema, che chiameremo A mediante la tripla (I, S, 7):

Iy ={(G=(V,E)): G E UN GRAFO NON ORIENTATO}
Su(G)={(V',¢c): V'CV Ac:V —{1,2,3}}
(G, Sa(G)) = V' ¢) € Su(G) : {V(u,v) € Elc(u) # c(v)]}V

{IV'| = V] —=1AVu,v € V'[(u,v) € E|}

Mostriamo 'appartenenza del problema a NP.

Un certificato per un’istanza G=(V,E) ¢ una coppia (V’,¢) ovvero un sot-
toinsieme V’ di V e una funzione c che colora i nodi di V con i colori 1,2,3.
Tale certificato ha lunghezza O(|G|), inoltre verificare se un certificato & una
soluzione effettiva, significa verificare

na = {V(u,v) € Elc(u) # c(v)|]} V{|V'| = |V|—-1AVu,v € V'[(u,v) € E|}

e tale verifica puo essere fatta in O(|E||V|?), quindi il problema ¢ in NP.
Mostriamo che il problema & completo per NP mediante un’opportuna ridu-
zione polinomiale dal problema 3COL.

Sia ¢ la funzione di riduzione polinomiale che trasforma istanze di 3COL in
istanze del nostro problema A. Essa operera come segue:

Data un’istanza I3cor(G = (V, E)) ¢(G) = (G' = (V', E')) dove:

e V=V uU{z,y,z,w,u}
« E'=EU{(z,9),(y,2), (z,w), (w,u)(u,z)}

¢ non fa altro che aggiungere un ciclo di 5 nodi all’istanza originale di 3COL.

Figura 1: Esempio di istanza trasformata dalla funzione ¢(G)



Sia (G = (V, E)) un’istanza si di 3COL allora significa che esiste una 3 co-
lorazione valida di G, osserviamo che in G’ tale 3 colorazione & ancora valida
poiché possiamo 3 colorare il ciclo e lasciare la 3 colorazione dei restanti nodi
come nell’istanza di 3COL valida.

Sia, ora (G = (V, E)) un’istanza no di 3COL, allora non esiste nessuna 3
colorazione valida per G. Osserviamo che ¢ un’istanza no anche per G’ in
quanto anche in G’ non esiste una 3 colorazione valida dei nodi che non ap-
partengono al ciclo indotto dai nodi (x,y,z,w,u) e inoltre G’ non contiene un
grafo completo di |[V’| — 1 nodi in quanto il ciclo che abbiamo aggiunto fa si
che questa condizione non si verifichi mai.

Osserviamo, infine che ¢ € F'P.

Abbiamo quindi dimostrato che A € NPC

Esercizio 3:

Ir={(G=(V,E),k) : G E UN GRAFO NON ORIENTATO Ak € N[k < |V}
Sr(G k) ={G =V E): VI=VAE CEA|E|=|V|-1}
(G, k, Sr(G, k)) = 3G’ € Sr(G, k) : Yu € V'[|N'(u)| < k]

Nota: siau €V, N'(u) ={v eV : (u,v) € F'}.

Appartenenza alla classe NP:

Un certificato per una istanza G=(V,E),k & un sottografo G’ il quale induce
un albero ricoprente di G il quale ha lunghezza O(|G|), inoltre, verificare se
un certificato ¢ una soluzione effettiva significa verificare il predicato:

nr(G, k, Sr(G, k) = VYu € V'[|N'(u)| < k]

e tale verifica puo essere fatta in O(]V]), quindi il problema ¢ in NP.

Prova di NP-Completezza:

Dimostriamo la completezza del problema per la classe NP mediante una
riduzione polinomiale dal problema Hamiltonian Path (in breve HP) il quale
e completo per NP.

(Per prima cosa dimostriamo la completezza del problema per k=2 e poi per
k> 2):

Sia (G = (V, E), u,v) una istanza di HP ad essa facciamo corrispondere una
istanza (G = (V, E),k=2) di I.

Sia ora, (G = (V, E), u,v) una istanza si di di HP, allora esiste un percorso da
u a v che passa per tutti i nodi di G una ed una sola volta, osserviamo che tale
percorso induce un albero ricoprente G' = (V’, E’) dove Yu € V'[|N(u)| < k]



(k=2) e quindi ¢ anche una istanza si di I'.

Se invece (G = (V, E), k = 2) ¢ una istanza si di I' allora significa che esiste
un albero ricoprente di G dove ogni nodo dell’albero ha |N(u)| < k (k=2),
poiché & un albero, ed ogni nodo (nell’albero) ha grado (numero di vicini) mi-
nore o uguale di 2, esistono due nodi i quali hanno grado esattamente uguale
a 1 e quindi, siano x,y tali nodi, definendo come u = = A v = y otteniamo
un’istanza si di HP. Quindi I' € N PC.

Generalizziamo la nostra dimostrazione di NP-Completezza per un k ge-
nerico (chiaramente > 1), mostriamo sempre una riduzione dal problema HP.
Sia (G = (V, E), u,v) una istanza di HP, definiamo ¢ la funzione che trasfor-
ma l'istanza di HP in una istanza di I’

(G = (V,E),u,0) —2— (G' = (V', E'), k)

Dove G' = (V'E'’) ¢ definito come segue: ad ogni nodo u € V colleghiamo
k-2 nodi gadget , formalmente:

e VI=VU {Uuev{xu,hxu,% o xu,k—Q}}
e FM=EU{(u,xy;):ueVAVI<i<k-—2}

Osserviamo esplicitamente che ¢ € FP.

E’ facile osservare che:

il nuovo grafo contiene un k-Degree constrained spanning tree <= Il grafo
originale contiene un HP.

Mostriamolo:

Sia (G = (V, E),u,v) una istanza si di HP allora in < G’ = (V', E'),k >
esistera uno spanning tree con i nodi di grado al pit k e quindi ¢ una istanza
sidil.

Sia (G = (V, E), u,v) una istanza no di HP allora in < G’ = (V', E’), k > non
esistera uno spanning tree che soddisfa il predicato, in quanto se G=(V,E) &
un grafo disconnesso G=(V’,E’) sara anch’esso disconnesso, se invece il grafo
& connesso e non contiene un HP, abbiamo che in un nodo "passiamo" piu vol-
te, ovvero, equivalentemente avremo uno spanning tree dove esiste un nodo
con grado superiore a 2. Applicando,ora, ¢ a tale istanza no di HP otteniamo
un nuovo grafo dove tutti i nodi hanno il proprio grado maggiorato di k£ — 2,
e quindi se in G esisteva un nodo dove passavamo piu di una volta in G’ esso
avra grado superiore a k e quindi ¢ una istanza no di I'.

E quindi I' e NPC.



Soluzioni esercizi per casa

Esercizio 1:
Formalizziamo il problema I':

Ir ={(G=(V,E,w)) : G E UN GRAFO ORIENTATO Aw :FE — Z}
Sp(G) = {p = (u1,uz2, ..., u;) : {ur,ug,...,u;} TV}
(G, Sr(G)) =3p € Sr(G) : V1 <i < j—1[(pi,pi+1) € E] AN (pj,p1) € E
AVi > 1,h§j[i7éj—>pi7épj]/\2w(e) =0
eEp
Mostriamo 'appartenenza di I' alla classe NP.
Un certificato per una istanza G € un sottoinsieme {uy, ... u;} di V il quale ha

lunghezza O(|V|), inoltre, verificare se un certificato ¢ una soluzione effettiva
significa verificare il predicato:

nr(G, Sr(G)) =V1 <i < j—1[(pi,pis1) € E] A (pj,p1) € E
AVi> 1L h<jli#ji—=p#p]AY wle)=0

ecp

e tale verifica puo essere fatta in O(|E||V|), quindi il problema ¢ in NP,

Quindi abbiamo mostrato che il problema appartiene a NP. Mostriamo che
inoltre il problema ¢ completo per NP, a tale scopo mostriamo una riduzione
polinomiale dal problema SUBSET SUM che sappiamo essere NP-Completo.
Sia ¢ la funzione di riduzione polinomiale che trasforma un’ istanza di SUB-
SET SuM (Ovvero una coppia insieme di elementi, i quali possono avere un
peso positivo o negativo e un intero) in una istanza di I'.

In questo caso k = 0.

Dimostriamo 'appartenenza a NPC del problema SUBSET SUM per il caso
k = 0, per fare questo mostriamo una riduzione da PARTIZIONE che sappia-
mo essere completo per NP

Per chiarezza formalizziamo il problema, dimostrando ’appartenenza a NP
e la sua completezza:

Isss = {{A,k=0): A={ay,as,...,a,} CZANk €N}
Ssss(A, k) = {A" C A}
Wsss(A, kZ,Sgss(A, ]{3)) =3A’ c Ssss<A, k) : Z a; = k=0

a; €A’



Mostriamo 'appartenenza di SUBSET SuUM alla classe NP.

Un certificato per una istanza Ak e un sottoinsieme A’ di A il quale ha
lunghezza O(|A|), inoltre, verificare se un certificato & una soluzione effettiva
significa verificare il predicato:

Usss(/h k, SF(A> /f)) = EaieA’ a, =k=0

e tale verifica puo essere fatta in O(|A]), quindi il problema & in NP.

Quindi abbiamo mostrato che il problema appartiene a NP. Mostriamo che
inoltre il problema ¢ completo per NP, a tale scopo mostriamo una riduzione
polinomiale dal problema PARTIZIONE che sappiamo essere NP-Completo.
Ricordiamo il problema PARTIZIONE:

IPartizione = {<A> A= {al,ag, e ,Cln} - N}
SPartizione(A) = {A/ - A}
T Partizione (A7 SF<A)> =34 S SPartizione<A) : Z a; = Z Q;

a;eA’ ajEA—A’

Sia f la funzione di riduzione polinomiale che trasforma un’ istanza di
PARTIZIONE in una istanza di SUBSET SUM. Sia (A) un’istanza di PARTI-
ZIONE ad essa facciamo corrispondere un’ istanza (A’ k) di SUBSET SUM.
Dove :

« A :AU{_%ZaieA@i}
e k=0

(A) —L— (A" k= 0)

Osserviamo esplicitamente che f € FP
Osservazione fondamentale:

1 1
DA Wi = DiaeA-Ar U = 52 00eA 0 = Daqea @i — 5 2aca @ =10
E’ facile osservare che:
i istanza si di PARTIZIONE <= dH istanza si di SUBSET SUM

Dimostriamolo:

Sia (A) un’istanza si di PARTIZIONE, questo significa che esiste un un sottoin-
sieme A" di A tale che Y, car @i = Yq,ca-a a;. Ora sfruttando I'osservazio-
ne fatta precedentemente possiamo dire, banalmente, che tale sottoinsieme
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A'U{—1Y,caa} induce un’istanza si in SUBSET SUM in quanto abbiamo
che %ZaeAa— %ZaeAa: E=0.

Sia ora (A’,k) un’ istanza si di SUBSET SUM, ovvero esiste un A’ C A la
quale somma degli elementi di A’ ¢ esattamente k (in questo caso 0), osser-
viamo che tale A” = A’ — {—1 3,4 a} ¢ anche un’istanza si di PARTIZIONE
in quanto >, car a; = % ZaeA_{_% Sap 0= DaeA—Ar G

Quindi possiamo concludere che SUBSET SuMm ¢ NP-Completo.

Dopo questa breve dimostrazione, mostriamo una riduzione polinomiale dal
problema SUBSET SUM al problema I'. Sia (X, k) un’istanza di SUBSET SuM
ad essa facciamo corrispondere un’ istanza (G) di I'

(X.k) —*— ()
Dove G=(V,E,w) ¢ definito come segue:
o V = {u;,v; : z; € X}
o B = {(uivi)} U{(vj,01)} U{(vi, u5)

z; SE 1=17
0 ALTRIMENTI

o V1<i,j<n, w(u;,v;) :{

Figura 2: Esempio della costruzione del grafo: gli archi rossi Vu;,v; € V
hanno peso x; e gli archi neri hanno tutti peso 0

Osserviamo esplicitamente che ¢ € FP
E’ facile osservare che:
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3 istanza si di SUBSET SUM <= distanzasidi I’

Dimostriamolo:

Sia (X, k) un’istanza si di SUBSET SUM, questo significa che esiste un un
sottoinsieme X’ di X tale che >, cx» = k = 0. Allora in G esistera un ciclo
di lungezza 0, il quale sara composto dalle coppie u;, v; che corrispondono
agli elementi del sottoinsieme X’. Ogni coppia u;,v; sara connessa da un
arco (u;,v;) @ w(u;,v;) = x; e le coppie saranno connesse fra di loro con gli
archi di peso 0. Quindi abbiamo un’istanza si di I'.

Sia, ora, (G) un’istanza si di I, ovvero esiste un ciclo semplice di peso 0.
E’ chiaro che, la somma dei pesi degli archi (u;,v;) dev’essere 0, questi archi
(u;,v;) inducono un sottoinsieme X’ C X in SUBSETT SUM la somma dei
cui elementi e pari a 0 e quindi induce un’istanza si di SUBSET SUM .

Quindi possiamo concludere che I' € NP-Completo.

Quindi, dopo questa dimostrazione di completezza per NP possiamo con-
cludere 'esercizio rispondendo alle domande (ricordando le due congetture
fondamentali della complessita computazionale):

b) Si ed & completo per NP
a) No, in quanto se fosse in P allora avremmo che P=NP
¢) No in quanto se fosse in CoNP avremmo che coNP=NP

Esercizio 2:
Formalizziamo il problema, che chiameremo I'" mediante la tripla (7, S, 7):

Ir={(X,T,k)y : X ={z1,29,..., 2, ) AT C X x X x X Nk € N}
SI‘(X7T7 k) = {X/ g X}

(X, Tk, Sp(X, T, k) =3X" € Sp(X, T, k) : |[X| <kAVte T[tN X' # (]
Per essere precisi, mostriamo, velocemente 'appartenenza del problema I'
alla classe NP.

Un certificato per una istanza X, T,k & un sottoinsieme X’ di X il quale ha

lunghezza O(|X]), inoltre, verificare se un certificato ¢ una soluzione effettiva
significa verificare il predicato:

(X, Tk, Se(X, T, k)) = |X| < k AVt € T[tN X' # 0]

e tale verifica puo essere fatta in O(|X| |T|), quindi il problema ¢ in NP.

Ora, verifichiamo se la funzione di riduzione polinomiale f ¢ una riduzio-
ne effettiva dal noto problema VERTEX COVER.
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Per essere una riduzione valida essa deve trasformare istanze del problema
VC in istanze del problema I', in modo tale che se esiste un’istanza si di VC
allora abbiamo un’istanza si di I' e viceversa.

Inoltre f € FP, precisiamo che quest’ultimo 'requisito” non e banale e va
verificato per poter concludere se una data riduzione ¢ valida o meno.

Ritorniamo al nostro problema, e stata fornita la seguente funzione di ri-
duzione f:

Data un’istanza di VERTEX COVER Iy¢c = (G = (V,E) k) f(G.k) =
(X, T, k) dove:

e« X=VUEFE
o T'={(u,v,e):uecVAveVAe=(uv)eE}
e k rimane lo stesso

Per prima cosa verifichiamo se f € FP: osserviamo che un metodo Naive
per costruire la nuova istanza (X, T, k) ha una complessita computazionale
di O(|V]?) quindi f € FP.

Ora verifichiamo se ¢ effettivamente una riduzione polinomiale valida.

Sia (G, k) un’istanza si di VERTEX COVER allora significa che esiste un
sottoinsieme V'’ di V' che induce un ricoprimento dei vertici di dimensione al
piu k, ovvero:

V(u,v) e Elue V' Voe VANV <E

Osserviamo che in Ir(X, T, k) 'insieme X = V U E, allora sia X' C X pro-
prio I'insieme dei nodi che in V' inducevano il VERTEX COVER (X' = V)
osserviamo che per come e costruito 7" abbiamo sempre che ogni tripla di T’
conterra un elemento di X', inoltre | X'| = |V’/| < k quindi ¢ un’istanza si di
.

Sia ora Iy¢(G, k) un’istanza No, allora significa che non esiste un VERTEX
COVER in G di dimensione al piu £ quindi in It non riusciamo a scegliere
nessun X' C X : |[X| < kAVt € T [X'Nt # 0] avremo sempre che per
qualsiasi sottoinsieme X’ di dimensioni al piu k esistera almeno una tripla
a € T per la quale si avra intersezione vuota, ovvero X’ Na = () e quindi &
anch’essa un’istanza no di I'.

Quindi possiamo concludere che f e una riduzione valida dal problema VER-
TEX COVER e che quindi I' € NPC



